MECANIQUE DES FLUIDES.

Aprés une étude cinématique tres succincte relative a deux écoulements particuliers et qui n'est qu'un
outil pour la suite, cette partie propose une modélisation de I'écoulement de I'air autour d'une aile afin
d'en tirer quelques conséquences sur les actions qu'elle subit.

Dans tout le probléme, I'air sera considéré comme un fluide incompressible de masse volumique r en
écoulement stationnaire sur lequel la pesanteur aura une influence négligeable. Sauf indication contraire,
ce fluide sera supposé parfait.

Les obstacles solides introduits dans cet écoulement seront a géométrie cylindrique (de base a priori
quelconque), avec des génératrices paralléles a I'axe Oz perpendiculaire au plan de figure Oxy . On se
limitera & une é&ude bidimensionnelle dans ce plan, les phénoménes éant supposés invariants par
trandation selon Oz.

€,,€,,€, désigneralabase orthonormée directe associée au repere Oxyz.
Les coordonnées cylindriques d'axe polaire Oz seront notéesr , g &t z avec Ox pour origine des angles.
L'écoulement du fluide en un point M sera décrit par sa vitesse eulérienne V(M) .
0. Etude cinématique de deux écoulements particuliers.

0. 1. Ecoulement tourbillonnaire.
On considére un écoulement orthoradial d'axe polaire Oz appelé tourbillon tel que

pour r < a, G'E[V(M )] =(0.€, ol [J est une constante algébrique.

pour r >3, G'E[V(M )] =0.
Ce tourhillon est dit ponctuel dans le plan Oxy s I'on considére ques a® 0 et g ® ¥ | le produit
patg demeure égal alavaleur finie Gque I'on nomme intensité du tourbillon.
Etablir I'expression de V(M) en coordonnées polaires (r >a) avec G comme paramétre.

A quelle distribution & ectromagnétique peut-on éventuellement comparer cet écoulement ?
0.2. Ecoulement d'un doubl et
On considére un écoulement engendré par un doublet résultant de |'association d'une source et d'un puits.
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a. La source se situelelong de I'axe Sz, paralléle a Oz tel que le point S, placé dans e plan Oxy, ait pour
coordonnées (d>0, 0). L'écoulement Seffectue radialement de fagon homogéne avec un débit volumique
par unité de longueur D. L'exemple d'un tel écoulement pourrait ére donné par un fin tuyau poreux dans
lequel on ferait circuler del'eau sous pression.

Etablir I'expression delavitesse Vg (M) du fluide en coordonnées cylindriques (s, g, z) d'axe polaire Sz

aind quele potentie j (M) associé défini par V(M) = gradﬁ <M )]

b. Le puits se situe le long de I'axe Pz, paradlde a Oz td que le point P situé dans le plan Oxy ait pour
coordonnées (-d, 0). Dans ce puits, le fluide arrive avec une répartition radiale uniforme dont le débit
volumique par unité delongueur est également D.



Donner sans démonstration I'expression de la vitesse V, (M) du fluide en coordonnées cylindriques (rp,
Op, 2) daxe polaire Pz ainsi que e potentiel j /(M) associé.
c. Soit j (M) le potentiel des vitesses dans le cas ou I'on associe la source et le puits pour former un

doublet pour lequel d ® O et D ® ¥ desorte que le produit 2Dd demeure égal alavaleur finie H que
['on nommeraintensité du doubl et.

. H cos
En coordonnées cylindriques (r, g) d'axe polaire Oz, montrer que j (M) = - E—q
r
En déduire I'expression en coordonnées cylindriques de la vitesse V(M) créée par ce doublet avec H

comme parametre.

d. A quelledistribution éectromagnétique peut-on éventuellement comparer cet écoulement ?

Dans la suite le paramétre H sera considéré comme une grandeur algébrique, c'est a dire que les
positions du puits et de la source pourront étre inversées.

1. Ecoulement autour d'un cylindre en rotation.

Un cylindre a base circulaire de rayon R et en rotation uniforme ala vitesse angulaire w autour de son axe

Oz est placé dans I'air dont I'écoulement loin de cet obstacle se fait & la vitesse uniforme U = Ug etala

pression Py,

Pour étudier I'effet du cylindre sur le fluide nous utiliserons une méthode de superposition qui consiste a
introduire a l'intérieur de |'obstacle des singularités telles que son contour soit une ligne de courant de
I'écoulement. Ces singularités sont les suivantes :

Un doublet d'axe Oz et d'intensité H qui engendre un champ de vitesse V, (M)
Un tourbillon également d'axe Oz et d'intensité Gqui engendre un champ de vitesse V; (M)

Onposedors V(M) =V, (M) +v, (M) +U en tout point M de I'écoul ement.
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1. 1. Ftude cinématique.

Les coordonnées polaires de la vitese V de cet écoulement ont pour expression :
2

R R?. . G
v. =U(1- —-)cos v, =-U(ld+—=)sngq +—
=@ ) cosq o =V sng + oo

a. En sappuyant sur des résultats établis précédemment, justifier ces expressions en explicitant le
parametre H en fonction de R et de U.

b. Donner en quelques lignes les raisons de I'introduction du tourbillon et du doublet dans la singularité
modélisant I'effet du cylindre en rotation sur I'écoulement du fluide.

Le modée d'écoulement proposé permet-il de relier quantitativement G a la vitesse angulaire w du
cylindre ?

1.2. Mise en mouvement del'air par le cylindre.

Le cylindre est initialement immobile dans I'air. On le soumet alors a une accélération angulaire pour lui
communiquer finalement la vitesse angulaire constante w €t arriver au régime d'écoulement décrit ci-
dessus.

Cela est-il compatible avec |es hypothéses précédentes sur I'air ? Expliquer.

1.3. Etude dynamique.

On donne ci-dessous le tracé des lignes de courant pour des valeurs particulieresde U, Ret G

a. Comparer qualitativement le module v de lavitesse V du fluide pour les points situés sur I'axe Oy
sdonquey>Rouy<-R




b. Indiquer le signe de Get préciser s le sens de rotation du cylindre est horaire ou antihoraire.

c. En exploitant le tracé ci-dessus, justifier |'existence de points d'arrét du fluide a la surface du cylindre.
Donner |§ en fonction des paramétres U, R et du sinus d'un angle géométrique g, dont on précisera dans
ce cas la valeur numérique approchée en degrés ( < 90°).

d. Soit F larésultante de I'action del'air sur le cylindre.
Donner, sans calcul mais en lesjudtifiant, la valeur de la composante F et celle du moment par rapport a
I'axe Oz de cette action. Laréalité confirme-t-elle ce résultat ?

e. Exprimer la pression P(q) alasurface du cylindreavec U, r, R, Get Py, comme paramétres.

f. Le cylindre ayant une hauteur h, éablir I'expression de la composante F, de F en fonction der, U, G
et h, puisder, U, R, sng, et h . Commenter en précisant |es applications envisageables.

Donner une valeur approchée de F, pour les valeurs numériques suivantes : U = 15 ms*, R=1m, h=3m
etr=13kgm>.

g. Comment les lignes de courant sont-elles modifiées s 1'on prend en compte la viscosité h de l'air qui
est del'ordre 10 Pl ? Quel paradoxe léve-t-on ?
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2. Ecoulement del'air autour d'une aile moddlisée.

On remplace le cylindre par une aile d'avion que I'on modélise par une plague rectangulaire de largeur L
que I'on appelle corde et de profondeur h que I'on appelle envergure. Cette plaque présente un angle de
cabrage a, angle géométrique positif dont la valeur sera toujours considérée comme faible. Les résultats
littéraux seront simplifiés en tenant compte de cette hypothése.

L'épaisseur a de cette plague est négligeable.

Laface supérieure de la plague sappelle |'extrados et la face inférieure l'intrados.
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L'éude cinématique est analogue a cdle de la partie 1 en introduisant une singularité de type
tourbillonnaire sur la plaque. Cette singularité est définie par I’Ot[\7(M )] =W(X).€, de sorte que le

produit aw(X) demeurefini et égal a g(X) quand on suppose ainfiniment petite.
On obtient ains dans le plan de figure une nappe tourbillonnaire a intensité répartie sur une longueur L le
long de I'axe OX.

Si I'on désigne par V; (M) la vitesse de I'air autour de I'aile engendrée par le tourbillon, alors la vitesse

de I'écoulement a pour expression V(M) =V, (M) +U .

i — - - L- X
Uneinvestigation plus approfondie permet d'aboutir a g(X) = - 2Ua ~
L
. . 3 |L-x . _pL
Donnée complémentaire : dx = 7
X

0
2. 1. Lasingularité tourbillonnaire évoque une anal ogie avec |a magnétostati que.

[llustrer par un dessin et sans faire de calcul le champ magnétique B a produit par une nappe surfacique
plane de courant uniforme. Quelle est la symétrie de ce champ magnétique ? Quelle est sa discontinuité a
latraversée de la nappe de courant ?

Quelle symétrie présente le champ des vitesses V; (M) par rapport au plan OXZ ? Quelle est sa
discontinuité alatraversée de la singularité tourbillonnaire ?

2.2. Si I'on note vr¢(X) la composante tangentielle (indice t) sur le vecteur de base U, de V; (M)ala
surface de I'extrados (indice €) donner en fonction de vr¢(X) €t en utilisant la symétrie de ce champ des
vitesses, |'expression de la composante tangentielle vr;(X) de V; (M) sur U, alasurface del'intrados
(indicei).

2.3. Deladiscontinuité du champ des vitesses, déduire vr;o(X) et vr;(X) en fonction de g(X).

2.4. Donner les composantes tangentidlles v; ((X) et v;;(X) de la vitesse totale de I'écoulement de l'air ala
surface respectivement de I'extrados et de I'intrados en fonction de U et o(X). Exprimer en fonction de U
et a les composantes normales vy, o(X) & vrni(X) de V; (M) sur U, au niveau de I'extrados et de
I'intrados.

2.5. Tracer pour X variant de 0 a L I'allure des courbes représentatives de vre(X) et vr1i(X). Préciser
notamment |'existence éventuel le de points d'arrét et donner sil y alieu leurs abscisses X € X5

2.6. On donne ci-dessous la reproduction d'une photographie des lignes de courant d'un écoulement
d'huile autour d'un profil d'aile présentant un angle de cabrage de 13°.

Commenter cette photographie en se référant al'éude théorique précédente.

2.7. Exprimer les pressions P¢(X) et P,(X) au niveau de l'extrados et de I'intrados en fonction de U, r, (X)
et P.



2.8. Exprimer la composante F, de la résultante de I'action de I'air sur I'aile en fonction de h, U, r, et
L

|G| = c‘p(X)|dX , puis finalement en fonction de h, U, r, L et a. Comparer au résultat obtenu pour le
0

cylindre.

2.9. Application.

Un petit avion possede une masse totale m de 700 kg. On suppose que la portance sexerce uniquement

sur lesailesdont I'envergureest h=5m et lacordeL = 1, 5m. L'angle de cabrage a vaut 12°.

Quédledait érelavitesse minimale (en km/h) del'avion au décollage ?

On prendrag = 9,8 ms? et on rappele quer = 1,3 kg.m™ pour |'air.

2. 10. Dans la rédlité, les résultats précédents sont bien vérifiés pour des angles de cabrage inférieurs a

16°. Au dela, on constate une diminution brutale de Fy. Interpréter.




M écanique des fluides
O- Etude cinématique de deux écoulements particuliers
0.1 Ecoulement tourbillonnaire

Ecoulement orthoradial donc V=V, &, .
Pour r > @, on calcule la circulation du vecteur vitesse sur une ligne de courant (cercle de centre O et de
rayon r)

- ® . G
N = = Ayotv.dS= 2doulv=—@ G=gpa’
¢y-dl =2prv = qpyotVv.dS=gpa” d'o 2or &,|avec G=0p
Distribution éectromagnétique : champ magnétique créé par un fil infini rectiligne de section un disque
derayon a et parcouru par une intensité constante.

(Rmq: c'est auss un champ adivergence nulle)

0.2 Ecoulement d’ un doublet

a. Etudedelasourceseule S

Ecoulement radial : Vg =V ¢€,5.

Calcul du débit volumique par unité delongueur: D = 2prev o’ oli| Vg (M) = €5

Potentiel j s(M) : vS(M)ng@adQ s(M)) doufi S(M)=%In(rs)+cst
b. Etudedu puits
V(M) =228 lali p(M) == 2in(r,) + st
opr, | €] p 2 P

c. Association du puits et de la source
Superposition des écoulements: j (M) =] s(M) +j p(M).
On choisit I’ origine des potentielsen O soit cst + cst” = 0.

D’oulj (M)—Rlngi—s—
P

L2
® 2d d?6 2d 426"
or rg =r¢l- —ocosq +—+ etrP-rg +—cosq+—2—
e r r~a r r~g
o a0 2d
d’ ol avec des DL au 1% ordre, Ing———- —C0sq
r

dodfj (M)=- p—?cosq ou j (M)z-ziprcosq avecH = 2Dd

®
Vitesse en coordonnées cylindriques: V(M) = grad] (M)

dou:|{V(M)=i

d. Comparaison avec une distribution éectromagnétique : champ éectrostatique créé par un doublet
filiforme de chargeslinéiques| et -l .

1- Ecoulement autour d’un cylindre en rotation

1.1 Etude cinématique

a. Judtifier ces expressions

Hcosq , , Hsing

: + Ug,
2pr? 2pr?

G
Superposition destrois écoulements, d'oll V.=— eq +
2pr

q



i: Ugi+ H 2%cosq selon &,
Avec &, =C0sQ.€ - Sing.g,,ona:V=| ﬁpUr
I-Ugi- 29 ng+—— sdong,
i 2pUr- o
! . 2 H
On retrouve les expressions proposées en posant : |R” = - 2p_U

b. Interprétation du modéle avec respect des conditions limites

Letourbillon tient compte de larotation du cylindre dans un fluide au repos trésloin du cylindre.

Le doublet modéise I’ écoulement du fluide autour du cylindre fixe.

Vitesse angulaire : la vitesse (orthoradiale) d’ un point ala surface du cylindre est laméme que celle de la
couche de fluide en contact avec I’ écoulement dii au tourbillon, d'ou :

- vitesse d' un point alasurface du cylindre: v =Rw

- vitesse orthoradiale de |’ écoulement tourbillonnaire: v = Z_GR
p

G

2pR?
1.2 Mise en mouvement del’air par le cylindre

La mise en mouvement du cylindre est impossible s le fluide est parfait ou non visqueux.

1.3 Etude dynamique

a. Comparer lavitesse

Lefluide est incompressible, donc e vecteur vitesse est a flux conservatif.

Les lignes de champ sont plus resserrées pour y > R que pour y < -R, donc la vitesse dans le domaine y >

M(y>R)>|V(y<-R)|.

dou|w =

R est supérieure acdledu domainey < - R, soit
b. Signede Get sensderotation du cylindre

Onaenq=p/2:Vv(y>R)= Ua?L+_2_-£
r-g 2pr

2..
aenq=-p/2:viy<-R) =UT+R 2, &
& r’g 2pr

Pour respecter 1a condition du a), Gdoit ére négatif. Alorsle cylindre tourne dans le sens horaire.

c. Existencedepointsd arré et position

L’ observation du tracé fait apparaitre 2 points d’ arrét.du fluide & la surface du cylindre (ce qui n’est pas
toujoursle cas) pour -30° et -150°.

Pourr=Ret v, = 0,ona: |G| =4pURsnQ,|avec g, =
d. Composante F, et moment par rapport al’axe Oz

Du fait de la symétrie de la figure par rapport al’ axe des ordonnées (Oy), on peut associer a chague force
démentaire dF, agissanten M (r = R, ) laforce démentaire-dF, agissanten M’ (r=R,p-q).

D’ ou la composante sur |’ axe Ox de larésultante de |’ action del’air sur lecylindre est nulle: ‘ F = 0‘

Méme raisonnement pour les moments qui s annulent deux a deux.(paradoxe de d’ Alembert)

e. Presson alasurfacedu cylindre

Utilisation du théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant entre un point al’infini et un point ala
2

30°

2
surfacedu cylindreaz=cst: P, + rv =P(q) + ' gaei- 2US|nq-
é 20
st |[P(Q) =R, +r—éU gei 2Uan9 a
28 2pR 24

f. Composante F,

®
Ona: dF=-P(q).dS&, avecdS=hR.dq.



® %p
dF, =dF.€, soit dF, =- P(q).R.h.sinq.dq d ol par intégration F, =Rh c‘)D(q).sinq.dq
0
dou|F, =-rUhG|ou|F, =4pr hRU? sing,| (ici G< 0, laforce et dirigée verslesy croissants)

Applications : effet Magnus (effet lifté ou coupé trés utilisé par les sportifs! ! 1)
AN: F, =5513 N

g. Viscosité du fluide

On peut calculer le nombre de Reynolds (environ 10°).

Pour un faible nombre de Reynolds, il aformation d’ une couche limite laminaire. Lorsgue cel ui-Ci
augmente, la couche limite se décolle avec formation de tourbillon. Le régime devient turbulent.
On léve le paradoxe de d’ Alembert.

2 - Ecoulement de |’ air autour d’ une aile modélisée
2.1 Analogie avec |la magnétostatique

Ssymétrieimpaire

discontinuité: |§2 - Bl = rrbTSL‘J Ny, | avec Ny, Normalealasurface orientée de 1 vers 2.

Le champ magnétique et le champ des vitesses vérifient les mémes équations différentielles (divergence
et rotationnel). Ce sont deux champs antisymétriques.

Y

o 7
@) X
i —
B
Donc une anal ogie de solution est possible.

Le champ des vitesses présente une symétrieimpaire.

On peut aussi écrire: |Vp = Voy =@WU Ry 5| ou |V, - Vpy =-g(X)8y (1)
2.2 Composante tangentidle vt (X)

Par antisymétrie: |V i (X) == V1 o(X)
2.3 vr1(X) et vryi(X) en fonction de g(X)

X X
Al'aidedel’ équation (1) : Vo - Vg =-0(X) ,ona:|Vyie =- % et Vy =&2)

2.4 v o(X) et v;j(X) en fonction de U et de g(X)

i Vie(X)=- g(2X) + U cosa

x) =90
2

Ona: U=U.cosa.g, +U.sna.g, doi
v (

i
I
i
I + U cosa
i
i
I
i
:

"Vt,e(x) =- g(X) +U
Or a est petit, donc ces résultats deviennent : ()%)
v (X) :gT"' U
1

Composantes normales de la vitesse de la nappe tourbillonnaire
Les composantes normales de la vitesse totale sont nulles (le fluide ne peut pas traverser la plague), donc
1Voe(X)=Vi(X)+Usna  |iVy,.(X)=-Ua

VneX) =0 et vyi(X)=0o0r | . ouy| _
) CI00 Ly () = vy () +Usna “¥|v, () =-Ua

2.5 Allure des courbes



L-X etv,, =-Ua L- X
i X

Lareprésentation de vr¢(X) 0u vri(X) = -vro(X) aassez peu d'intéré (courbe rouge).
La courbe verte v;¢(X) montrel absence de point d' arrét pour |’ extrados.

La courbe jaune v;;(X) montre |’ existence d’un point d"arré pour |’ intrados.
(Courbes représentéesavec: L =1,5m,a =0, 2 (soit 12°) ¢ U = 1).

Ona: vy, =Ua

21

1.5

Pointsd arrét :
Vi o(Xae) = 0 donne g(X) = 2U : cette équation ne présente aucune solution physiquement acceptable. Il n'y
adonc pas de point d arrét sur |” extrados.

- X
V;i(X4) = 0 donne g(X;) = -2U soit a1
X a

a

dou X, = . Commea est petit, | X ; » La ?

1+ a—z
2.6 Commentaire de la photographie
On observe bien le point d'arrét del’intrados et pas sur |’ extrados.
Sur I'extrados, la vitesse diminue losque X augmente (leslignes de courant s écartent).
Sur I'intrados, aprésle point d’ arré, la vitesse augmente lorsque X augmente.
Problémeen X =L : les deux vitesses ne convergent pas verslaméme valeur U.
2.7 Expressions des pressions
Au niveau del’extrados : utilisation du théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant :

ruz _ r 2 _ r 2
=P.(X)+ 2 (U- 900/ 2)" it P.OO =P, +E(Ug(X) 9°(X)/4)
Au niveau del’extrados : utilisation du théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant :

"V ) +%(U+g(X)/2)2 soit| P, (X) = P, - %(Ug(x) +g%(X)/4)

P, +

P, +

Remarque : On peut négliger le second ordreen g
2.8 Composante Fy
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onadr, =(p,(X) - p.(X)).h.dX soit dF, =-r.U.g(X).h.dX
o(X) est négatif, donc |g(X)| =-g(X) d'ou dR, =r.U.[g(X)|h.dX soit|F, = rhu|G

ou encore |F, =pr hLaU? oOn obtient le méme genre de réponse qu'avec le cylindre : méme

dépendance, seul un facteur de forme (coefficient numérique) change.
2.1 Application

Pour que|’avion décolle: F, cosa >mg

. . mg
En négligeant le cosinus de’angle a, on trouve : |U >
o J pr hLa
AN :U>328m/souU > 118 km/h
2.2 Interpréation : décollement de la couche limite.
YA AY
-
Fy
0 Iz
X




